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Apresentacao

e Ricardo Bustamante de Queiroz

e Doutorado CRAb - UFC

e ricardobqueiroz+mn2@gmail.com
e http://www.busta.com.br/mn2/

e Pdgina do Face (informativos, noticias etc)
https://www.facebook.com /groups/computacaoufc/

e Chat do Telegram (conversas casuais)
https://t.me/joinchat/ AAAAAEOSM3hT241gbi92RA
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Recapitulando

Slides anteriores atualizados.

e Aula 3
Adicionados tableau mnemonicos dos métodos
Corrigidos valores dos coeficientes

e Aula 4

Corrigida informag3o sobre métodos preditores-corretores
Colocados Métodos de Adams-Moulton

| OBS: Slides das aulas anteriores foram atualizados |
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Aula 3: Métodos de Runge-Kutta

E possivel organizar esses coeficientes em uma tabela, onde a
matriz [qj;] é conhecida como a Matriz Runge-Kutta.

0
pr | aqf
P2 | @ 4
1 2 o—1
Po-1 | Go—1 YGo-1 9o-1
ai a do—1 do

Tabela: Uma forma de memorizar os métodos ¢ através de um diagrama,
conhecido como Butcher tableau (em homenagem a John C. Butcher)
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Métodos de Runge-Kutta de Quarta Ordem (RK4)

Y1 = Yn + & (ki + 2ko + 2ks + ka)

ky = f(t,,,y,,),
k2 = f(tn + g,yn + §k1)7
ks = f(tn + g,}/n + gk2)7
ke = F(tn + h, yn + hks)
0
1/2 | 1/2
12| 0 1/2

1,0 o0 1
| 1/6 2/6 2/6 1/6

Tabela: Método RK4 em forma de tableau
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Ao [@As

Método RK4

y(t) 1

s R
Y

-

t

Figura: Grafico ilustrando o método RK4. Informag3o inicial. Ponto ki,
que corresponde a curvatura de u em t
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Ao [@As

Método RK4

y(t)

f

e
Y

Figura: Grafico ilustrando o método RK4. Segundo célculo, encontrar k
usando a informagdo de k.
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Ao [@As

Método RK4

y(t)

A

Figura: Grafico ilustrando o método RK4. Segundo célculo, encontrar k3
usando a informacgdo de k;.
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Método RK4

k
y(t)} .
Ky &
—?——’- -------- R.S ---------------
t

Figura: Gréfico ilustrando o método RK4. Segundo célculo, encontrar kg
usando a informagdo de k3.
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Aula 3: Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem
3/8
Alternativa - Método de Quarta Ordem 3/8 (Apostila)
Yn+1 = Yn + 3 (/;1 + 3ko + 3ks + /;4)

Yn+1 =Yn + g[f(tna)’n) + 3f(tn+%,)7n+%)—|—
+3f(tn+%>)7n+%) + f(tn+1a)7n+l)]

0
1/3 | 1/3
2/3|1/3 1/3

1|1 -1 1
| 1/8 3/8 3/8 1/8

Tabela: Método RK 3/8 em forma de tableau
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Métodos Preditores-Corretores (Multistep)
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Métodos Preditores-Corretores

Introducao

e Classificacdo de métodos quanto ao nimero de passos

Métodos de passo simples: dado t,, calcula t,41 em um
tnico passo. Ex: Euler.

Métodos de meio passo (Half-step): calcula valores
intermedirios (e.g. t,, 1, b %) para determinar t,1 e depois
joga os valores fora. Ex: Runge-Kutta.

Métodos de multiplos passos (Multistep): utilizam valores

anteriores de t; com i < n para determinar t, 1. Ex: Métodos
de Adams.
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Métodos Preditores-Corretores

Meétodos preditores-corretores levam em conta que ao longo da
computacdo dos valores, informac3o importante é determinada em
passos anteriores, que podem ajudar na aproxima¢ao do préximo
valor.

Preditor é a parte da equacdo que calcula um valor ¥ em um
tempo t,. O valor de ¥ é uma estimativa grosseira de um valor y.

Corretor é a parte da equagao que usa um ou mais valores de y
para tj com i < n para determinar o valor de y em t,.
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Métodos preditores-corretores

Métodos multi-passos lineares sdo métodos multistep que
utilizam interpolagdes lineares dos pontos aproximados y para
determinar o ponto y em tp.

Uma férmula geral para esses métodos seria da forma:

Ynt+s +3s—1 Ynts—1+ a8s—2 Ynts—2+ -+ a0 yYn
=h- [bS : f(tn-‘rS:yn-i-s) + bs—l . f(tn-i—s—la}/n—f—s—l)
+ - +b0 : f(tm}/n)]'

Onde a's e b's sdo coeficientes que determinam o método. Se
bs = 0, o método é dito explicito, caso contrario ele é chamado
implicito.

Exemplos de métodos multistep lineares: Adams-Bashford e
Adams-Moulton.
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Métodos de Adams
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Métodos de Adams

Os Métodos de Adams, também chamados de Adams-Moulton,
pois foram desenvolvidos por John Couch Adams, mas Forest Ray
Moulton percebeu que, combinado com os métodos de
Adams-Bashford, formam um par preditor-corretor.

Considerando a fun¢do f como um polinémio p:

p(tnti) = F(tntis Ynti)s parai=0,...,s—1.
Temos a férmula de Interpolacido de Lagrange que considera os
dltimos s elementos.

s—1

tn+jvyn+_l)
I T ()
:#

Jj=

J
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Métodos de Adams

Sabendo que podemos calcular um y,.s sabendo o valor de s
corresponde ao nimero de pontos anteriormente conhecidos, temos
a aproximacao, dada por:

tn+s

Ynts = Ynt+s—1 + / p(t) dt.

thts—1
Ou seja, a curvatura entre t,1s_1 € t,ts € determinada pela
interpolacdo dos pontos anteriores.
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Métodos de Adams

Substituindo p pelo polinémio interpolado com 0 < j < s, obtemos
a seguinte férmula:

1s—1
/ H(u—I—i)du, paraj=0,...,5s—1.

Onde b sdo os coeficientes da férmula geral do método de
Adams-Bashford. O método é dito de ordem s dependendo do
valor utilizado para o célculo da férmula.

Os valores de a; s3o as_1 = —1e as_»,...,a9 = 0.
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Métodos de Adams

Método de Adams-Bashford
Yn+1 = Yn +hf(tn, ¥n), (E o préprio Método de Euler)
Yot2 = Yar1 +h (%f(tn+1a.yn+1) - %f(t,”y,,)) )
Yot3 = Ynr2 +h (% f(tnra, Yor2) — 3F(tnr1, Yar1) + 557 (tn, yn))
Yora = ynrs  +h (32 F(tars, yay3) — 2 f(tnr2, Ynt2)
+%f(tn+17}/n+l) - %f(tm}/n)) )
1901 1387

Yn+5 = Yn+a +h ( 720 f(tn+47}/n+4) 360 f(tn+3,yn+3) + 30 f(tn+27yn+2)

_%f(tn+17}/n+l) + %f(tn,yn)) .
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Métodos de Adams

Método de Adams-Moulton

Semelhante ao Adams-Bashford, mas considera o elemento no
tempo t,, além dos elementos em t_1, ..., th_s:

1
bssz ( )J / +i—1)du, for j=0,...,s.
I#J

Os valores de a; também s3o as_1 = —1 e as_o,...,a9 = 0.

O b s6 muda pois bs = 0 n3o é mais uma restric3o.
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Métodos de Adams

Método de Adams-Moulton

Yn=Yn-1  +hf(tn,yn),(Método Backward-Euler)
Ynt1 = Yn +%h(f(tn+1,yn+1) + f(tn, y¥n)) , (Regra do trapézio)
Ynt2 = Yny1 +h (%f(tn+27yn+2) + %f(tn—&-l:}/n—&-l) - %f(tnayn)) )

Yn+3 = Yn+2 +h (%f(tn+37}/n+3) + %f(tn+27)/n+2)
_%f(thrl?ynJrl) + T]Af(tna)/n)) )

Yn+4 = Yn+3 +l;6(4% f(tn+4>Yn+4) _1‘_06% f(tn+3>Yn+3))1g
_mf(tn+2a)/n+2) + mf(tn-kla)/n-i-l) - mf(tna)/n)) :
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Métodos de Adams

Exemplo de passo a passo na aplicagdo do método, usando método
preditor-corretor de 37 ordem:
® Obtém y(tg) pelo valor inicial
@® Utiliza-se forward euler para encontrar y(t1),
©® Utiliza-se backward euler para encontrar y(t1),
@ Utiliza-se Adams-Bashford de 2a ordem = y(t2),
@ Utiliza-se Adams-Moulton de 2a ordem = y(t2),
® Utiliza-se Adams-Bashford de 3a ordem = y(t3),
© Utiliza-se Adams-Moulton de 3a ordem = y(t3),
® Utiliza-se Adams-Bashford de 3a ordem = y(t4),
© Utiliza-se Adams-Moulton de 3a ordem = y(ta),
i etc

Ricardo Bustamante de Queiroz 13 de junho de 2017 24 /31



PUTER GRAPHICS, VIRT! AND ANIMATION

Exercicio de Revisao

Exemplo 6,20 1. Forward Euler: uye; = ty + h f (tn, 1)
Resolva o problema 2. Backward Euler: iyt = ttn + h f (ni1, tae1)

3. Método de Euler modificado:

d*x 5 dx _ ﬁ .
P e S tnet = tn + 5 [f (ner, tner) + f (uns tn)]
dr? dr 27
4. Runge-Kutta de terceira ordem:
x(0)=1 .
ky=h f(uy. Ini
. h
d_x(o)zz k2="lj(”n+§klsfn+5)
di ks = b f (un — k1 = 2k, T + )
1
MHpel = U, +—(k +4k2 +f(j1}
Use h=0.1s " "Te
5. Preditor-corretor de Adams de terceira ordem
h
Hpsl = U+ E(BR;‘ — 16u,_y +5u;,_,)
i‘;.n = f(ﬁnﬂ- tyi1)
h oo r
el =ty o+ o (5T + 800, — )
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Resultado Exercicio de Revisao

Calculado no Wolfram Alpha (link)

Plots of the solution:

0.0)=1 /

x(

x(0.1) = 1.18419 x

x(0.2) = 1.33376

x(0.3) = 1.44489 : =
x(0.4) = 1.51499 . S
x(0.5) = 1.54300 \

x(1.0) = 1.14742
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Equagdes Diferenciais Ordindrias Rigidas (Introdu¢&o)
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EDO Rigidas

Entre a apostila, a wikipedia e o livro de matlab, encontrei
definicdes que variam um pouco.

Apostila: Definicdo: Equacdes Diferenciais Ordindarias sdo ditas
rigidas quando a solucdo é uma funcdo suave, mas requer um At
muito pequeno no método numérico para manter estabilidade.
Livro de Matlab: Uma EDO é dita rigida quando, apesar de
suave, para um determinado At ela muda abruptamente de valor.
Isso faz com que um At muito pequeno seja empregado para
manter a estabilidade de métodos como Euler e Runge-Kutta.
Wikipedia: Uma equac3o diferencial é dita rigida (stiff) quando
alguns métodos para solucionar as equag¢des se tornam
numericamente instaveis, a menos que o passo seja muito
pequeno. E dificil definir com precisdo o que é rigidez, mas a ideia
principal é que a equac3o inclui termos que levam a uma rapida
variacdo na soluc3o.
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Equacdes Diferenciais Ordindrias Rigidas

’Aguardem melhorias nos slides em breve. ‘

Equacao rigida segundo o livro de matlab. A func3o é suave, mas
muda de valor abruptamente.

Ricardo Bustamante de Queiroz 13 de junho de 2017 29 /31



ﬁﬁ’@é\\_ﬂﬂ COMPUTER GRAPHICS, VIRTUAL REALITY AND ANIMATION

Equacdes Diferenciais Ordindrias Rigidas

’Aguardem melhorias nos slides em breve. ‘

T
Eulerh=1/14 —3

Eulerh=1/8 —&5— 7|
Adam s-Moulton, h=118 —53—

E‘Fﬂ solution
. -
S

06 0.8 1

Equacdo rigida segundo a wikipédia. O método se torna muito
instavel para um At grande. (exercicio da aula 2)
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Equacdes Diferenciais Ordindrias Rigidas

Além da apostila, recomendo a leitura deste artigo:
https://en.wikipedia.org/wiki/Stiff_equation
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